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Introduction 
Dans un autre article (cf. [1]) nous avons demontre: Un anneau 
(n,n+l)-alternatif (car. #2) est (n+2)-associatif (n;;.3). Dans l'etude 
suivante on trouvera la demonstration du meme theoreme dans le cas 
ou n = 2, c.-a.-d.: Un anneau anticommutatif et 3-alternatif (car. # 2) est 
4-associatif. 
Ensuite nous nous occuperons d'un anneau 4-associatif et commutatif. 
(car. # 2). Les resultats obtenus donnent lieu a des problemes non resolus. 
Alors l'anneau 5-associatif est etudie. Nous demontrerons que cet 
anneau peut avoir un element-unite et nous donnerons des exemples. II 
est a remarquer qu'il y a quelques anneaux 5-associatifs parmi les anneaux 
dont le groupe abelien additif est isomorphe au groupe V4 (de Klein). 
Dans un autre article nous donnerons un precis de tous les anneaux 
d'ordre 4. [2]. 
Puis le theoreme concernant !'extension d'un anneau 5-associatif est 
generalise et pour conclure !'existence d'un anneau n-associatif et non 
( n- 1 )-associatif est demontre ( n quelconque ;;;. 3). 
1. Theoreme: Un anneau R anticommutatif et 3-alternatif (car. ¥ 2) 
est 4-associatif. 
Demonstration: 
(ab)b=ab2= -b2a= -b(ba)=b(ab)= -(ab)b et par consequent: 
(ab)b=ab2=0. 
De la meme maniere on obtient: a(ab)=a2b=O. 
Apres polarisation: (ab)c=-(ac)b et a(bc)=-b(ac). 
Alors: {a, b, c}d = {(ab)c }d- {a(bc)}d = {(ab)c }d + {c(ba)}d = 
= {(ab)c }d + {(ab)c }d = 2{(ab)c }d =- 2(dc)(ab) = 2(ab)(dc) et 
a{b, c, d} =a{(bc)d}-a{b(cd)} = -a{(dc)b }-a{b(cd)}= (dc)(ab) + 
+(cd)(ba)=-2(ab)(dc) et par consequent: 
{a, b, c, d}=a{b, c, d}+{a, b, c}d=O, q.e.d. 
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Ainsi nous avons demontre que le theoreme (cf. [1]): Un anneau 
(n, n+1)-alternatif (car. ~2) est (n+2)-associatif, est valable pour tout 
n;;.2. 
On peut meme demontrer que dans le cas n=2 (ab)(cd)=O pour tout 
a, b, c et d de R. 
En effet: {a, b, c}=(ab)c-a(bc)= -(ac)b+b(ac)=2b(ac)= -2a(bc)= 
= 2(bc )a= - 2(ba )c = 2( ab )c. 
Alors: O={a, b, c, d}={ab, c, d}-{a, be, d}+{a, b, cd}=2{(ab)c}d-
- 2{a(bc)}d+ 2(ab)(cd) = - 2(dc)(ab)- 2{a(bc)}d + 2(dc)(ab) = 
= -2{a(bc)}d et par consequent: (ad)(bc)=O. 
Evidemment un anneau (2, 3)-alternatif et dispersable (car. ~ 2) est 
un anneau trivial. 
On pourrait s'imaginer qu'un anneau (2, 3)-alternatif (car. ~2) ne 
differant guere d'un anneau trivial, est necessairement 3-associatif. 
L'exemple suivant 1) demontre qu'il n'en est pas ainsi: 
L'algebre 7-dimensionnelle par rapport a un corps de caracteristique ~ 2, 
dont les elements de base U1, ... , U7 satisfont aux multiplications suivantes: 
U1U2= -U2U1=Ua, U1U4= -U4U1=U5, U1U6= -U6Ul= -U7, 
U2U5= -U5U2=U7, U3U4= -U4U3=U7, U2U4= -U4U2=Us, 
les autres produits s'annulent, est (2, 3)-alternatif. Neanmoins 
{u1, U2, U4} = 2U7 ~ 0. 
2. L'anneau 4-associatif commutatif (car. ~ 2) 
Les theoremes suivants ont ete demontres ailleurs (cf. [1]): Un anneau 
4-associatif (car. ~ 2) et non 3-associatif ne se compose que de diviseurs 
de zero et ne peut pas etre simple. 
Si en outre l'anneau 4-associatif (car. ~ 2) est commutatif, on peut 
deriver quelques identites speciales. Dans l'anneau 4-associatif (car. ~2) 
on a: (ab){c, d, f}={a, b, c}(df) et en appliquant la commutativite on peut 
deduire: 
(ab)·{c, d, f}={a, b, c}(df)=(df){a, b, c}={d, f, a}(bc)= 
=(bc){d, f, a}= -(bc){a, f, d}= -{b, c, a}(fd)={a, c, b}(df)= 
=(ac){b, d, f} et par consequent: 
(ab){c, d, !}= -(ab)·{f, d, c}= -(af){b, d, c}=(af){c, d, b}. 
Application reiteree de ce resultat mene a: 
(ab)·{c, d, /}=(ac)·{b, d, /}= -(ac){f, d, b}= -(af){c, d, b}= 
= -(cf){a, d, b}=(cf){b, d, a}=(af){b, d, c}=(ab){f, d, c}= 
= - (ab){c, d, !}, c.-a.-d.: 
(1) (ab){c, d, f}={c, d, f}(ab)=O 
1) DAVID OUTCALT, Santa Barbara, California en est !'auteur. 
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Ensuite 
(2) a{b, a, c}= -{a, b, a}c=O 
d'ou I' on obtient apres polarisation: 
(3) 
(4) 
et 
(5) 
a{b, d, c}= -d{b, a, c} 
{ab, c, d}f= -(ab){c, d, 1}=0 
{a, be, d}f= -{a, f, d}(bc)=O. 
L'ensemble N des elements n, satisfaisant a {n, X, y}=O, {x, n, y}=O 
et {x, y, n}=O pour tousles elements x et y de R, est appele le noyau de 
R (en anglais: nucleus). 
Il est a remarquer que dans un anneau commutatif et 4-associatif N 
consiste de tousles elements n satisfaisant a {n, X, y} = 0 pour tout X, y E R, 
puisqu'il s'ensuit que {x, y, n}= -{n, y, x}=Oet {x, n, y}=(xn)y-x(ny)= 
= (nx)y-x(yn)=n(xy)-(xy)n=O pour tous les elements X et y de R. 
Theoreme : Dans un anneau 4-associatif et commutatif N est un 
ideal. 
En effet: Soient n1 et n2 des elements de N et r un element quelconque 
de R, alors n1-n2 EN et {rn1, x, y}= {n1r, x, y}= {n1, rx, y}- {n1, r, xy}=O 
(a cause de la 4-associativite: 0={n1, r, x, y}={n1r, x, y}-{n1, rx, y}+ 
+ {n1, r, xy}), c.-a.-d.: rn1 EN et n1r EN, q.e.d. 
Dans le cas ou la caracteristique n'est pas 2, il est evident que I' ensemble 
T de tousles elements de la forme {ab, c, d}, {a, be, d} et {a, b, cd} appartient 
a N en vertu de (4) et (5). D'autre part T est un ideal lui-meme et en 
outre T est sous-ensemble de l'ideal V, consistant de toutes les sommes 
finies d'elements du type {a, b, c} et {a, b, c }d. En resume: T <;: N, T <;: V, 
lorsqu'il est possible qu'un element v E v existe tel que v i N. 
Dans un anneau dispersable V et T sont identiques; alors V <;: N. Il 
va sans dire que cela implique {{a, b, c}, x, y}=O et par suite de (1): 
[{a, b, c}x]y=O et meme {a, b, c}x=O pour tousles elements a, b, c, x, y 
de R. 
Un resultat analogue s'etablit si l'ideal N est maximal: 
Theoreme: R soit un anneau commutatif et 4-associatif (car. =I= 2) 
et N soit maximal. Alors {a, b, c}d=O pour tout a, b, c, dE R. 
En effet: So it 8 E R et 8 i N; alors tout element r E R s' ecrit so us la 
forme: r=k·8+r'8+n (r' E R, n EN, k est un entier rationnel). Evidem-
ment un 3-associateur {r1, r2, ra} est une somme de 3-associateurs du type 
{8, 8, r8}, {8, r8, 8}, {r8, 8, 8}, {r8, r'8, 8}, {r8, 8, r'8}, {8, r8, r'8}, {r8, r'8, r"8} 
et d'autres qui s'annulent. En vertu de (4) et (5) les produits {r1, r2, ra}r4 
s'annulent aussi, q.e.d. 
9 
Remarques: 
a. La maximalite deN su:ffit pourque {x, y, z}t s'annule dans l'anneau. 
Cependant cette condition n'est pas necessaire: 
L'algebre R de dimension 4 par rapport au corps des nombres reels 
K avec la base a, b, c, d et les multiplications: ab=ba=c, c2=d, tandis 
que les autres produits s'annulent, est un exemple d'un anneau 4-associatif 
et commutatif. N consiste de tous les elements 01.d (01. E K) et {x, y, z }t = 0 
pour tous les elements x, y, z, t E R. Neanmoins N n'est pas maximal, 
puisque !'ensemble J des elements 01.c+{3d (01., [3 E K) constitue un ideal 
avec NCJC R. 
b. II en est de meme avec la dispersabilite: L'anneau mentionne 
ci-dessus n'est pas dispersable, puisque le produit de deux elements est 
du type M+{Jd (01., [3 E K). 
c. Dans le cas ou V C N, on a {{a, b, c}, x, y}=O et en vertu de 
{a, b, c}(xy)=O il s'ensuit: [{a, b, c}x]y=O. 
Inversement, en exigeant [{a, b, c}x]y=O pour tous les elements a, b, 
c, x, y de R, on obtient {{a,b,c},x,y}=O, {{a,b,c}d,x,y}=O et par 
consequent V C N. 
A la suite de ces remarques on peut se demander s'il existe un anneau 
4-associatif et commutatif avec un element v E v n'appartenant pas a N. 
En d'autres termes: Est-ce que la 4-associativite d'un anneau commutatif 
entralne l'identite [{a, b, c}d]f=O pour tousles elements a, b, c, d, I de R? 
C'est un probleme non resolu. 
3. Si le noyau N d'un anneau R 4-associatif (car. #2) contient un 
element a# 0, l'ideal I a, engendre par a consiste des elements ar1 +r2a+n·a 
(r1, r2 E R, n est un entier rationnel). 
Alors, dans le cas ou R est simple, tout element de R peut etre ecrit 
sous la forme ar1 +r2a+n·a et par consequent: un 3-associateur {x, y, z} 
est une somme de 3-associateurs du type {aR, aR, aR}, {aR, aR, Ra}, etc. 
La 4-associativite de R implique que la plupart des 3-associateurs 
mentionnes ci-dessus s'annule: {ar, r', r"}={a, rr', r"}-{a, r, r'r"}=O, 
c.-a.-d. les 3-associateurs dont le premier element est du type aR, s'annulent. 
II en est de meme avec les 3-associateurs dont le dernier element est du 
type Ra. Les seuls associ.itteurs qui ne s'annulent pas possiblement sont 
les 3-associateurs du type {Ra, Ra, aR} et {Ra, aR, aR}. II va sans dire 
que ceux-ci s'annulent aussi si l'on choisit a dans le centre de R. (Le 
centre est }'ensemble de tous les elements X de N tels que xr=rx pour 
tout x E R). 
Ainsi on a trouve: Le centre d'un anneau 4-associatif, non 3-associatif, 
et simple ne contient que le zero. 
Nous avons demontre ailleurs [l] qu'un anneau 4-associatif et simple 
(car. #2) est 3-associatif. Alors on peut enoncer le 
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Theoreme: Le centre d'un anneau 4-associatif, non 3-associatif, et 
simple dont la caracteristique est 2, ne contient que le zero. 
Et c'est ici qu'un nouveau probleme se pose: 
Est-ce qu'il existe un anneau 4-associatif, non 3-associatif, et simple 1 
On ne le sait pas encore. 
II est a remarquer que meme dans le cas ou l'anneau est 5-associatif 
et simple (car. * 2), il est 3-associatif (cf. [3]). Evidemment onse demande, 
s'il existe un anneau 5-associatif, non 4-associatif, et simple. La reponse 
est affirmative: dans le paragraphe suivant (exemple b) on trouvera Ia 
construction d'un tel anneau. 
4. L' anneau 5-associatif 
Dans la theorie des anneaux 3-associatifs on a demontre qu'il est 
possible de plonger un anneau sans element-unite dans un anneau avec 
unite. II va sans dire qu'une telle construction est impossible dans le cas 
ou l'anneau est 4-associatif, parce que l'anneau 4-associatif avec un 
element-unite est necessairement 3-associatif. Heureusement le procede 
peut etre applique avec succes si l'anneau est 5-associatif. 
Soit R un anneau 5-associatif, et Z l'anneau des entiers rationnels, 
R* !'ensemble des elements (r, n) avec r E R et n E Z, alors il est facile 
a demontrer que R* est un anneau si l'on definit: 
(r1, n1)+(r2, n2)=(r1+r2, n1+n2) et 
(r1, n1)(r2, n2) = (n1·r2 +n2 ·r1 +r1r2, n1n2). 
R* a }'element-unite (0, l) et en appliquant les elements (r, 0) de R* 
aux elements r de R, R peut etre appele un sous-anneau de R*. 
Le 3-associateur de R* peut etre calcule comme suit: 
{(r1, n1), (r2, n2), (ra, na)} = [(r!, n1)(r2, n2) ](ra, na)-
- (r1, n1)[(r2, n2)(ra, na)] = (n1·r2 +n2 ·r1 + r1r2, n1n2)(ra, na)-
-(r1, n1)(n2·ra+na·r2+r2ra, n2na)= 
= (n1n2 ·ra +n1na ·r2 +n2na ·r1 +na ·r1r2 +n1·r2ra + n2 ·r1ra + 
+ (r1r2)ra, n1n2na)- (n2na·r1 +n1n2·ra + n1na·r2 +n1·r2ra+ 
+n2·r1ra+na·r1r2+ri(r2ra), n1n2na)=({r1, r2, ra},O) 
et par consequent le 5-associateur s'ecrit comme suit: 
{(r1, n1), (r2, n2), (ra, na), (r4, n4), (rs, ns)} = 
= {{(r1, n1), (r2, n2), (ra, na)}, (r4, n4), (rs, ns)}+ 
+{(r!, n1), {(r2, n2), (ra, na), (r4, n4)}, (rs, ns)}+ 
+ {(r1, n1), (r2, n2), {(ra, na), (r4, n4), (rs, ns)}}= 
= {( {r1. r2, ra}, 0), (r4, n4), (rs, ns)} + 
+{(rl, n1), ({r2, ra, r4}, 0), (rs, ns)}+ 
+ {(r1, n1), (r2, n2), ( {ra, r4, rs}, 0)} = 
= ( {{r1, r2, ra}, r4, rs}, 0) + ( {r1, {r2, ra, r4}, rs}, 0) + 
+ ( {r1, r2, {ra, r4, rs}}, 0) = ( {ri, r2, ra, r4, rs}, 0). 
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Alors nous avons trouve: 
Theoreme: La 5-associativite de R implique la 5-associativite de R*. 
Corollaire: Un anneau 5-associatif (non 4-associatif) peut contenir 
un element-unite. 
Exemples: 
a. L' algebre R de dimension 2 a vee la base u, v, u2 = u + v, uv = v, 
vu=v2=0, par rapport a un corps K quelconque, est 5-associatif. R n'est 
pas 4-associatifpuisque {u,u,u,u}=-v. Si l'on choisit K=C2 (le corps 
a 2 elements), on obtient un anneau a 4 elements: 0, a, bet c avec la table 
de multiplications : 
0 
a 
b 
c 
a 
0 
a 
a 
b 
0 
c 
c 
c 
0 
b 
b 
lei on a un exemplaire de la liste des anneaux dont le groupe additif 
est isomorphe a V4 (cf. [2]). Cet anneau n'a pas d'element-unite, alors 
il est possible de construire un anneau R* 5-associatif avec unite tel que 
R est sous-anneau de R*. Les elements de R* s'ecrivent sous la forme 
(x, n), ou x=a, b, c ou 0 et nest un entier rationnel. R* n'est pas simple, 
car l'ideal engendre par (a, 2) consiste de tous les elements (0, 2n) et 
(a, 2n). 
b. Un autre exemple de la liste mentionnee ci-dessus est l'anneau R 
a 4 elements avec la table de multiplications: 
0 a 
a b 
b c 
c a 
b 
0 
b 
b 
c 
b 
a 
c 
R n'est pas 4-associatif, puisque {a, a, a, b} = b, mais to us les 5-associateurs 
s 'annulent. On peut aisement verifier que les ensembles {0, a}, {0, b} et 
{0, c} ne sont pas d'ideaux et par consequent Rest simple. DAVID OuTCALT 
a demontre qu'un anneau 5-associatif et simple est 3-associatif, si la 
caracteristique n'est pas 2. [3] De notre exemple on deduit que l'exigence 
concernant la caracteristique constitue une condition necessaire pourque 
l'anneau soit 3-associatif. 
c. L'algebre R de dimension 4, avec la base a, b, c, d, et a2=a, ab=b, 
ac=c, bc=d, cb= -d, da=d, les autres produits s'annulent, par rapport 
a un corps K, est 3-alternatif. Les 3-associateurs sont ± d ou 0. Tous 
les 3-associateurs ou figure !'element d, s'annulent. II s'ensuit que tous 
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les 5-associateurs s'annulent, parceque {x, y, z, t, u}= {{x, y, z}, t, u}+ 
+{x, {y, z, t}, u}+{x, y, {z, t, u}}. Neanmoins {a, b, c, a}=d, d'ou l'on peut 
conclure que R n'est pas 4-associatif et meme non 4-alternatif. 
Dans un autre article nous avons demontre qu'un anneau (3, 4)-alternatif 
est 5-associatif ( cf. [1 ]). Evidemment un anneau 3-alternatif et 5-associatif 
n'est pas necessairement 4-alternatif. 
5. a. On peut generaliser le resultat du paragraphe precedent en 
utilisant le principe de recurrence. 
Le (2m+1)-associateur de R* s'ecrit sous la forme: 
{(r1, n1), ... , (rzm+l, nzm+l)} = 
2m-1 ! {(r1, n1), ... , {(rk, nk), (rk+l, nk+l), (rk+2, nk+2)}, ... , (r2m+1, nzm+l)} = 
k=l 
2m-1 
= ! {(r1, n1), ... , ({rk, rk+l, rk+2}, 0), ... , (r2m+l, nzm+I)}. 
k=l 
En supposant que {(r1, n1), ... , (r2s+l, n2s+1)}=({r1, ... , rzs+I}, 0) pour 
1 <,s<m, on obtient: 
2m-1 ! ({r1, ... , {rk, rk+l, rk+2}, ... , r2m+l}, 0) = 
k=l 
2m-l ! ( {ri, ... , r2m+l}, 0). 
k=l 
Ainsi nous avons demontre: 
Theoreme: Soit R un anneau (2m+ 1)-associatif, alors R* est 
(2m+ 1)-associatif. (m;;;. 1). 
Remarque: DAVID OuTCALT (cf. [3]) a introduit la (2n+ 1)-asso-
ciativite de degre (2k+ 1) comme suit: 
S(2j + 1, 2j + 1) soit !'ensemble de toutes les sommes finies de (2j + 1)-
associateurs et S(2j+1, 2k+1) avec k>j;;;-1 !'ensemble de toutes les 
sommes finies de (2j + 1 )-associateurs tels que {a1, ... , a21+1} E S(2j + 1, 
2k-1) et au moins un des 2k-1 elements de {a1. ... , a21+1} est un 3-
associateur. L'anneau est appele (2n+ 1)-associatif de degre (2k+ 1) dans 
le cas ou S(2n+1, 2k+1)=0. 
On voit aisement que si R est (2n+ 1)-associatif de degre (2k+ 1), R* 
a la meme propriete. 
b. On pourrait se demander s'il est possible de construire un anneau 
n-associatif et non ( n- 1 )-associatif ou n a une valeur quelconque ;;;. 3. 
Dans le cas ou n= 3, 4 ou 5 nous avons rencontre plusieurs exemples. 
La construction suivante demontre qu'un anneau n-associatif et non 
(n-1)-associatif existe pour tout n: 
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R soit une algebre de dimension n-1 par rapport a un corps K, avec 
la base a1, ... , an-1 satisfaisant aux conditions multiplicatives suivantes: 
a12=az, a1az=a3, ... , a1an-z=an-1, 
les autres produits sont zero. Alors on a: 
{a1, a1, a1}= -a3, {a~, a1, az}= -a4, ... , {a1, a1, an-3}= -an-1, 
les autres 3-associateurs s' annulent; 
{a1, a1, a1, a1}= -a4, {a1, a~, a1, az}= 
=-as, ... , {a1, a1, a1, an-4}= -an-1, 
les autres 4-associateurs s'annulent; 
{a1, a1, a1, a1, a1} =as, {a1, a1, a1, a1, az} = 
=a6, ... , {a1, a1, a1, a1, an-5} =an-1, 
les autres 5-associateurs s'annulent, etc. 
En general: le k-associateur 
{a1, ... , a1} = ( -1)l<k-1)12lak, 
le k-associateur 
{a1, ... , a1, az}= ( -1)£<k-l)/Zlak+l, ... , 
le k-associateur 
{a1, ... , a1, an-k}= ( -l)l<k-l)/Zlan-1, 
les autres k-associateurs s'annulent. 
Par consequent il n'y a qu'un seul (n-1)-associateur qui ne s'annule 
pas: {a1, ... , a1} = ( -1)£<n-Z)12lan-1, tandis que tous les n-associateurs sont 
zero. 
En vertu de 5a il est evident qu'un anneau (2n+ 1)-associatif et non 
2n-associatif avec un element-unite existe pour tout n > 1. 
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